El Modelo de Solow con Progreso técnico (Makiw, Romer and
Weil (1992)

1 El modelo sin capital humano

funcién de produccién del Tipo Cobb-Douglas:

Y, = K& (ALy) ™ (1)

ALy representa -”mano de obra efectiva” (aumentada por el nivel de productividad dado por el progreso
técnico).

Lt = L()e"t (2)

At = AO €gt (3)

Donde n y g son las tasas exdgenas de crecimiento de la poblacién y progreso técnico. La condicién de
equilibrio macroeconémico (ahorro=inversién) se puede escribir,

K + 6K = sY
Dividiendo por AL,
K 0K _ sy
AL AL AL
K

suponiendo que k = <, y recordando que,

k:ff_<K'(LA+AQ> K _KAL

AL\ (ay? =L ALAL
K LA
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K
K
E-kz—i—(n—i—g)k

se llega a,

kt:syt—(n—i—g—i—é)kt

y reemplazando por la funcién de produccién,

ky = sk& — (n+ g+ 6) ky (4)

En el equilibrio de estado estacionario se define como k = k* tal que k; = 0. Resolvemos para k* y y*,
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Resultados de estatica comparativa para k* : % > 0, % <0
;Cuadl es la tasa de ahorro sg que maximiza el nivel de consumo de largo plazo c*?

En el estado estacionario,

sf(K*(s)) = (n+ 6+ g)k™(s)

reemplazando arriba,

¢’ = [k (s)) = (n+ 6+ g)k"(s)

Derivando respecto de s,

dc* dk*
= [f (k" (s)— (4 d+9)) == =0

Luego la condicién para sg es la siguiente,

[l (sq)) —d=n+g

Sin progreso técnico (g = 0), la expresién de arriba resume la conocida condicién que la tasa de ahorro
de la regla de oro implica que la tasa real de interés se iguala a la tasa de crecimiento de la poblacién.

Con el fin de encontrar una expresién para el ingreso per capita en el equilibrio de estado estacionario,
reescribamos la funcién de produccion,

Y, = KXA; Ly
Y, = K¢ [Ages’] ™ L@

Y _ (K - gt) -
Lt_<Lt> [Aoe ]

Y, A (K \® l-a
2t A4 [ Aned
Ly A} <Lt) [40e”]

Yi Kt “ t
Zt Aned
L (AtLt) 0

La expresion de arriba indica que el ingreso per capita depende del nivel de capital por trabajador
7efectivo” y de la tecnologia. Reemplazando por la solucién de estado estacionario para k*,
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Y;( 5 )IQAOegt
L n+g+a

Tomamos logaritmo natural,

(07

Y: «
In—=InA, t 1 —
nLt nA,+g +1_an(s) .

—In(n+g+9) (7)

Donde A, es el nivel inicial de productividad de la mano de obra. Hay que pensar que este nivel inicial
no solo refleja diferencias en la tecnologia inicial sino también otros factores como instituciones o politicas



publicas (impuestos, regulaciones, regimen comercial, infraestructura, etc.). Suponemos que Ag se determina
de la siguiente forma,

InAg=a-+¢; (8)

donde a es una constante y &; es un shock especifico que afecta la productividad inicial en cada pafs.
Luego la ecuacién final para el logaritmo del ingreso per capita es igual a,

Y: a
In -t = In (s) —
T, ot () -1,

In(n+g+96) +¢; 9)

La ecuacién de arriba es la que se utilizard en el analisis empirico. Notar que dado que a = % . La
estimacién de la ecuacién no solo debe arrojar que el coeficiente de s debe ser positivo y el de n negativo
sino que dichos coeficientes deben tener la misma magnitud en valor absoluto y deben aproximarse a,
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Un supuesto critico para poder estimar la ecuacién de arriba por OLS es que s y n son independiente del
shock e;. Ver resultados de la estimacién en MRW (1992). Problema: —2- = 0.50
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2 Extension con capital humano

Y = K HY (A Ly)' ™77 (10)

donde H es el stock de capital humano.La reglas de acumulacién de capital fisico y humano son similares,

for = spye — (n+ g+ 0) by (11)
hi = snys — (n+g+9)k: (12)
con,
Y H K

En el estado estacionario

ket =hy =0
Yt = k?hf
sk™ R = k" (n+g+9)
shk*h*? = h*(n+g+9)
despejamos para k* y h*,
k*(ocfl) _ (TL + g+ 5)
h*Bsy,
prB-1) (n+g+9)
k*aSh
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Reemplazamos en la funcién de produccion,

1-8 B
g+9o

o 11—«
Sk Sh

Sh
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Y n+g+6 n+g+o
i e
i} gl gI—o=
y _ k h —
(n+g+0)==7
Que podemos escribir como:
_a B _a B
Y,  As, " Ps, 7 Agedts, s
7= a+pB = a+pB
L g™ (ntgto)Tor
Tomando logaritmo llegamos a,
Y,
lnL—tt = InA,+gt— 1_+fﬁln(n+g+§)
@
1
+1 —a—0 n (k)
B
—1
+ l—-a-p n(sn)
Nuevamente suponemos que,
IHAO =a-+teg; (13)

Reemplazando arriba llegamos a la nueva ecuacién a ser utilizada en el andlisis empirico,

_ath

In-t = - 1
nLt a+ gt 1_a_ﬁn(n—|—g—|—5)
e
—1
+1,a,5 n (sk)
Ié]
P .
+1,a,5 n(sn) +ei

Para estimar esta ecuacién por OLS tenemos que suponer que Sk, Sp,y n son independientes de la
diferencias iniciales en el ingreso percapita determinada por el shock ¢;

Implicancias:

>
l—a—-p
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ifa=p=1/3 then:

« «
——=1>05=

l—a-p 1l—«a
Intuicién para este resultado? Aumentos en s tienen un mayor impacto en el producto per capita porque

no solo afecta a k* sino que también afecta en forma indirecta a h*.

Una segunda implicancia es que la suma de los coefficientes de las variables de interés es igual a cero,

In(sg) +1In(sp) +In(n+g+39)=0

Principales resultados de la estimacién (ver MRW (1992)):

a) El modelo explica casi 80% de la variabilidad en el ingreso per capita entre pafses.

b) Las restricciones para los coeficientes se verifican

c¢) Analsis de sensibilidad: jcudnto dependen los resultados de los supuestos de cémo se miden ciertas
variables: ej. tasa de ahorro de capital humano?.

3 La dinamica fuera del estado estacionario

Ahora vamos a utilizar el modelo para estudiar la dindmica fuera del estado estacionario y obtener prediciones
para la tasa de crecimiento del ingreso per capita (para k < k*) y la velocidad de convergencia. Intuicién
grafica de la solucién para la tasa de cremiento del modelo de Solow.

Analisis formal del modelo de. MRW con capital humano. Como vimos anteriormente, el producto por
trabajador efectivo es:

y = k*h°
que podemos escribir como:

Iny=alnk+pSInh

Queremos linearizar alrededor del estado estacionario. Vamos a hacer una linearizacién de Taylor.

Primero, algo de notacién:

- k. h
7k_E7h_E

La tasa de crecimiento del producto por trabajador efectivo esta dada por:

g:

< <

g = ak+ Bh (15)

Las leyes de movimiento del capital humano y capital fisico son:

h = spy—(n+g+0)h
E = spy—(n+g+0)k

Sustituyendo en (15) tenemos:

gza[sk (%)—(n+g+5)} —i—ﬂ[sh (%) —(n+g+6)}



que podemos reescribir como:

7 = « [skk’klhﬁ —(n+g+ 6)] +
B [snk*hP~1 — (n+ g+ )]

ahora vamos a hacer una log-linearizacién. Para esto es importante notar que,

Y= elny

ahora podemos escribir:

J = a [skem—”ln’“*ﬂh‘h —(n4g+ 6)} +

3 |:shealnk+(ﬁ—1)lnh _ (n—l—g—i—é)}

Si llamamos,
g=0(nk;lnh)

la tasa de crecimiento del ingreso por trabajador efectivo es funcién del ink y el Inh

Cuando hacemos la aproximacién de Taylor arededor del estado estacionario In k*,In h* tenemos:

g =~ O(Ink*,Inh*) 40 (Ink* Inh*) (Ink — Ink*) +
Ompr (Ink*, Inh*) (Inh — Inh™) (16)

Debemos calcular 6 (In k*,In h*) ; 01, (In &*, In h*);
O n(Ink*, In h*), es claro que:

0 (Ink*,Inh*) =0

Es decir, evaluado en k*y h* tenemos y =y = 0.
Ademads tenemos que calcular las derivadas:

Omi (Ink,Inh) = asp(a— l)e(a_l)lnk+ﬂlnh +
ﬂOZShea Ink+(B—1)Inh

cuando la evaluamos en el estado estacionario tenemos:

alnk(lnk*,lnh*) — ask(a_ 1)e(a—1)lnk*+61nh* +

Bashealnk: +(B—1)Inh

Notar que:



speXWFTHB-D AT g (Zf/L*) =(n+g+9)

Con lo cual la derivada de la tasa de crecimiento del producto per capita respecto de capital per capita
evaluada en el estado estacionario nos queda:

e (Ink*Inh*) = (a—1)a(n+g+9)
+Ba(n+g+9)
a(f+a—-1)(n+g+0d)

Hacemos lo mismo con 6, p,(In &*,In h*) y tenemos:

Omn(Ink™,Inh*) = Ba(n+g+0)
+8(B—1)(n+g+9)
Bla+B—1)(n+g+0)

Ahora sustituimos todo en (16) y queda:

g ~ a(f+a—-1)(n+g+0)(Ink—1Ink™)+
+B(a+B—-1)(n+g+9d)(Inh —Inh")

Reordenando términos resulta:

g ~ (a+8-1)(n+g+9)|a(lnk—Ink")
+5 (Inh —Inh™)) (17)

Antes habifamos visto que de la funcién de produccién obtenemos:

Iny = alnk+pSlnh
Iny* = alnk™+plnh"
Iny—Iny* = a(lnk—Ink*)+S(Inh—1Inh*)

Reemplazando arriba obtenemos:

j~—(1-a—-pF)(n+g+6)[ny —Iny"|

Hemos derivado una expresion aproximada para la tasa de crecimiento del ingreso por trabajador efectivo
fuera del estado estacionario. La misma sugiere que dicha tasa de crecimiento serd mas elevada cuanto méds



lejos este la economia del equilibrio de largo plazo (menor sea Iny para un dado Iny*). También, para un
ingreso corriente dado, In y, la tasa de crecimiento serd mayor cuanto mas elevado sea el ingreso de largo
plazo In y*.Luego paises con tasas de ahorro (de capital fisico y capital humano) mds elevadas crecen en
forma mds acelerada en la transicién hacia el equilibrio de largo plazo por que a mayor s; y sp sube y* La
tasa de convergencia del modelo de MRW:

dlny

i —(l—a-p8)(n+g+9)[lny — Iny”

Llamemos \M AW — — (1 —a—p)(n+g+0)alavelocidad de convergencia: cudnto se reduce por unidad
de tiempo la distancia entre In y y Iny*. Tomando valores "razonables” para «,3,m,g9 y d este pardmetro
da cercano a 0.02.

Entonces tenemos una ecuacién diferencial de primer orden:

g = AMEW Iny* —Iny]
que podemos escribir como:
lny = =z
g = &
¢ = Alny*
A= (I-a—=pB)(n+g+9)

La ecuacién diferencial nos queda:

i’t = *)\It + 90
La solucién de esta ecuacién es:

x; = zoe M+ % (1 - e_)‘t)

Reemplazando Iny;=x; y Inyg = x¢ tenemos:
Iny; = Inyge M + Iny* (1 — e*)‘t) (18)

At (Inyp —Iny™)

Iny; —Iny* =e
Iny, —Iny* 5
=e
Inyg — Iny*
Si queremos calcular cudnto tarda en recorrer la mitad de camino hasta el estado estacionario, tenemos
que calcular t cuando el miembro de la izquierda es 0.5.

1 —At
2—6

Tomamos logaritmos y nos queda:



—In2 = -\
¢ = In2
B A

Para A ~ 0.02, t = 0.069/0.02=35 afios !!!

Si queremos testear la hipétesis de velocidad de convergencia como lo hacen MRW | necesitamos obtener
una expresion que nos permita realizar alguna regresiéon. Restando In gy en ambos miembros de (18) tenemos:

Iny;, —Inyy = Iny* (1 — e_/\t) —Inyg (1 — e_)‘t)

Si ahora reemplazamos por el ingreso por trabajador efectivo de estado estacionario que encontramos
anteriormente (y*) ,tenemos:

lnyt —hlyo = (1 —efM) ﬁln (Sk) +
+(1- ef)\t) % In (sp)
—(1—e?) %ln(n—&-g—i-é)

— (1 — e_/\t) In yo

Esta ecuacién es la que utilizan MRW (1992) para explicar los determinantes de la tasa de crecimiento

del ingreso per capita. Notar que la expresién de arriba estd escrita en términos de ingreso por trabajador
efectivo. Es sencillo transformarla en términos de %

Y; Y,

In 7~ flnL—z = a(l—e™)—gt
+(1—e ™) ﬁ In (sx)
+(1—e) ﬁ In (sp,)
—(1—e) %m@wma)

(eI (e M)

o

Vemos claramente que la tasa de crecimiento es funcién de los determinantes del ingreso de largo plazo
y del ingreso inicial. Ver resultados de la estimacién en MRW (1992).



