Lecciones 8 y 9

1. PROGRAMACION DINAMICA

La programaciéon dindmica es un método para resolver un problema de max-
imizaciéon. Veremos un caso particular en que la funcién tiene como dominio un
conjunto §2 de sucesiones definido por

Q={(an):N— X, ap11 € (an)}

donde X es un espacio (en general métrico y mas particularmente un subconjunto
de R™) yI' : X — X una correspondencia de X a X, es decir una funcién de X a
las partes de X. Mas particularmente la funcién que querremos maximizar serd de
la forma

u((an)) = Zﬁ"F(an,an+1)
n=0

donde F' : X x X — R es una funcién real con dominio X x X. Obviamente
debemos dar condiciones (hipdtesis) para que dicha funcién esté bien definida, es
decir, que la serie converja. En caso de que la serie tienda a més o menos infinito,
podemos eventualmente agregar dichos puntos a R, considerando como codominio
de F' al conjunto R U {—o00, +00}. Pero nosotros no entraremos en esos detalles en
este curso.

El problema de maximizacion que estudiaremos serd entonces:

sup  u((ay)).
(an)€Q,
apg=x
Como se ve dicho problema depende de la condicion inicial ag = x. La idea de
la programacién dindmica es hacer variar x y ver que sucede con los supremos
correspondientes. Si llamamos v(z) al supremo para la condicién inicial ag = z, es

decir
def

v(x) = sup u((an)).  (ES)
C
demostraremos que
(1) v(e) = :LFIF)(F(x,y))Jrﬁv(y)% (EF)

A la ecuacién anterior se la conoce como ecuacion de Bellman. Su solucién involucra
al teorema de la contraccién, ya que si definimos el operador T dado por

T(N@) < sup (Fla,y)) +5f(y)
Y€l (w)
tendremos (por Blackwell) una contraccién T tal que Tv = v. Una vez hallado
v, si el supremo se alcanzara, nos interesara conocer la sucesién donde lo hace. A
tal fin, se demuestra que si (a,) es una sucesién que alcanza el supremo, entonces
verificard la siguiente ecuacion en diferencias de primer orden:

v(an) = F(an, any1) + Bo(any1).

A dicha ecuacion algunos autores la llaman principio de optimalidad de Bellman,
aunque otros llaman con dicho nombre a la ecuacién (EF).
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Otra forma de encarar el problema es, en el caso de que X = R™ y suponiendo
las hipétesis necesarias en cada caso, la siguiente: si el supremo en la ecuacién (EF)
se alcanza en un y (interior a I'(z)), entonces

Fy(z,y) + Bv'(y) = 0.
Por otro lado, si repetimos lo anterior para cada = tendremos una funcién y = g(z)
que verificard (Teorema de la envolvente)

v'(z) = Fi(x, 9(x)).
(Esto se obtiene de derivar con respecto a z la ecuacién v(z) = F(z,g(z)) +
Bv(g(x))). Ahora bien, poniendo = = ay41,9(x) = an4e en la dltima ecuacién
Y T =an,Yy = an4+1 en la anterior, obtenemos

Fy(an; an+1) + 61}/(&"4_1) =0,
{ V' (ant1) = Fo(an1, ant2),
de donde
Fy(anv an+1) + BFe(ant1, ant2) = 0.
Lo cual es una ecuacién en diferencias de segundo orden que no depende de encon-
trar v. Dicha ecuacién se llama de Fuler y al ser de segundo grado necesita dos
condiciones de borde para su resolucién. Una es ag = z, la otra

Hm 8™ (Fy(an, ant1), n) =0

donde (,) es el producto escalar usual en R™.
Hay tres resultados fundamentales a demostrar:

1. Que toda solucién de (ES) es solucién de (EF).

2. Que toda solucién de (EF) es solucién de (ES) siempre que verifique una
condicién extra que daremos.

3. El principio de optimalidad de Bellman.

Pero antes demostraremos que bajo ciertas condiciones el operador T definido
anteriormente devuelve una funcién continua y acotada si se le da una como entrada
una tal funcién.

TEOREMA 1 (del méximo) Si f : X XY — R continua y I' : X — Y una
correspondencia compacta y continua entonces la funcién h : X — R definida por

h(z) = max f(x,y),
( ) yEF(m)f( y)
es continua

Demostracion. La funcién estd bien definida por se f continua y I' compacta (es
decir que I'(x) es un compacto de Y para todo z € X). Para demostrar que h es
continua consideraremos para cada z el conjunto

G(z) ={y e T(x) : f(z,y) = h(x)}
de los puntos donde se alcanza el méximo de f en I'(x). De esta forma G también
es una correspondencia de X a Y. Demostraremos que es upper hemi-continuos
(abreviado u.h.c.), es decir, que si (z,,) € X es una sucesién convergente a un z € X,
entonces toda sucesién (y,) € Y tal que y,, € G(z,,), poseerd una subsucesién (yy,)
convergente a un y € G(z). Antes de seguir conviene dar la definicién de lower
hemi-continuos (Lh.c.) y de continuidad de correspondencias. Una correspondencia
serd Lh.c. en € X si para toda sucesién (z,) convergente a x y todo y' € I'(z)
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existe una subsucesién (z,,) de (z,,) y una sucesién (y;), tales que y; € I'(zy,) v
y; — /. Una correspondencia serd continua en x € X si es tanto u.h.c. como
Lh.c..

Continuemos con la demostracién de que G(x) es 1.h.c. Efectivamente, dada una
sucesién x,, convergente a un x € X y una sucesién (y,) € Y tal que y, € G(x,),
por ser I' continua (y por ende u.h.c.), tendremos una subsucesién (y,,) convergente
aun y € I'(x). Restarfa entonces demostrar que y € G(x). Para ello, recordando
la definicién de G(x), debemos probar que f(z,y) = h(z) = méxyep@) f(z,y), es
decir, que f(z,y) > f(z,y’) Vy' € I'(x). Efectivamente, dado un y’' € T'(z), por
ser I' Lh.c., existird una subsucesién (zn, ) de &, y una sucesién (y;) tales que
y; € L(an,,) y y5 — . Pero como yn, - € G(zy, ), tenemos que

f(fnij ) ym].) = h(xn,J ) > f(fnlj ) y;)
tomando limite en j y usando la continuidad de la f obtenemos

f@,y) = fla,y).
Para ver que h se continua tomaremos una sucesién (z,) convergente a un z y
demostraremos que lim h(x,) = h(x). Si definimos h = limh(x,) y h = limh(x,)
debemos demostra que h = h. Tomemos una subsucesién z,,, tal que h(z,,) —
h, y una sucesién y; € G(z,,), como G es w.h.c, tendremos una subsucesién Yi;
convergente a un y € G(x). Pero

f('rnij7yij) = h(xnz)

por lo tanto, tomando limites y usando la continuidad de la f obtenemos que
f(z,y) = h. Pero como y € G(z) por definicién de G(z), tenemos que f(z,y) =
h(z). Es decir h(z) = h. Repitiendo el razonamiento para h obtenemos h(z) = h.
En definitica h = h(z) = h. O

OBSERVACION 2 En clase demostramos que G es compacta, demostrando que G(z)
es cerrado para todo x, pero este hecho no se usa en la demostracion, aunque es
destacable en si mismo.

EJERCICIO 3 Demostrar que un subconjunto de un conjunto compacto es compacto
si y solo si es cerrado.

EJEMPLO4 X =Y =R, I'(z) = [-1,1] y f(x,y) = zy*. Vemos que

{-1,1}, siz>0;
G(z) =< [0,1], sixz=0;
{0}, six < 0.

Asf vemos que G(z) es continua para todo x # 0 pero en = 0 solo es u.h.c..

EJERCICIO 5 Calcular G(x) y decir donde es w.h.cy Lhic.si X =Y =R, I'(z) =
[0,4] y f(z,y) =max{2 - (y - 1)% 2+ 1~ (y — 2)%}

Ahora demostraremos que toda solucién de (ES) lo es de (EF) y reciprocamente
si agregamos una condicién extra. Antes de dar las demostraciones, recordaremos
dos propiedades que caracterizan al supremo de un conjunto de ntimeros reales. Sea
A un conjunto no vacio de nimeros reales, entonces s es el supremo de A si y solo
si



(S1) s>z Vze A
(S2) Ve> 03z € A:s—e<u.

TEOREMA 6 La funcién definida en (ES) verifica la ecuacién (EF).

Demostracion. Primero demostraremos que v(x) verifica la (S1) de (EF). Efectiva-
mente como v(x) verifica la (S1) de (ES) tenemos que

v(@) =Y B"F(an, ani1) = Flag,a1)+ Y B"F(an, any1) = F(z,00)+8 > B"F(an, ani1)
n=0 n=1 n=1

Para cualquier (a,) € Q tal que ap = 2. Como v(ay) verifica (S2) de (ES), dado
un € > 0 cualquiera, existird una sucesién (b,) € Q con by = a1 y v(a1) —e <
oo o B E (by,bys1) = >y B"F(an, ant1). Entonces para todo ag y a1 € I'(ag)
existe (b,) tal que

v(z) = F(x,a1) + B(v(ar) —¢) Var € I(z).

Haciendo tender € a cero y cambiando el nombre a; por y nos queda que v(zx)
verifica la propiedad (S1) de (EF).

Para demostrar que v(z) verifica la propiedad (S2), dado € > 0 sabemos que
existird una (a,) en Q con ag =z y v(z) —e < Y 07 B"F(ayn, ant1) luego

v(@) S ety B F(an, an1) = e+F(ag,ar)+8 Y 5" Flan, apni) < e+F(w,a1)+Bv(ar)
n=0

n=1

de donde existe y € T'(z) (y = a1) tal que v(z) — e < F(z,y) + Bv(y), como
queriamos demostrar. (|

TEOREMA 7 Si v verifica (EF) y si V(ay,) € Q se tiene que lim 5™v(a,,) = 0, entonces
v verifica (ES).

Demostracion. Por (S1) de (EF) tenemos que
v(ag) > F(ag,a1) + fv(ar) Vay € T'(aop)
por lo mismo
v(ay) > F(ay,a2) + fv(az) VYaz € T(ay)
por lo tanto
v(ag) > F(ao,a1) + B (F(ay,a2) + pv(as)) = F(ag,a1) + BF (a1, as) + f*v(az)
de la misma forma
v(az) > F(ag,as3) + pv(az) Vas € T'(az)
y
v(ag) > F(ao,a1)+B3 (F(ag,as) + fv(asz)) = F(ag, a1)+BF (a1, as)+6%v(az)+3v(as3)
repitiendo el razonamiento obtenemos que

N

o(a0) 2 32 B F(an, ansr) + BV o(an).

n=0
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Tomando limite en N y usando la hipétesis de que el Ultimo término tiende a cero
obtenemos que

v(ag) =Y B"F(an, ant1)

n=0
Como la tnica restriccién en los a,, fue que pertenecieran a I'(a,—1), tenemos que
la desigualdad es vélida para cualquier sucesién (a,) de 2, lo cual es la propiedad

(S1) de (ES).
Para demostrar la propiedad (S2) respecto a (ES) dado £ > 0 tomamos a; €
T'(ap) tal que
v(ag) < F(ag,a1) + pv(ar) +¢
luego un az € I'(a;) tal que
v(az) < F(ay,az) + po(az) + ¢
sustituyendo obtenemos que existen a1 y as tales que
v(ao) < Fl(ag, ar)+5 (F(a1, a2) + Bu(az) + )+ = Flag, a1)+BF (ar, az)+5%v(az)+fe+e
De la misma forma existird un ag € I'(az) tal que
v(az) < F(ag,a3) + Pv(as) + ¢
y sustituyendo obtendremos que
v(ag) < F(ap,a1) + BF(ay,az) + B*F(az, a3) + B*v(as) + 3% + Be + €.

En general, para todo N tendremos que

N N-1
v(ag) <Y B"F(an, ani1) + fNv(an) + Y | Be.
n=0 n=0

Tomando limite en N y usando nuevamente la hipétesis tenemos que

= €
v(ag) < nZ:Oﬁ”F(an,anH) + T 5
Que implica la propiedad (S2) de (ES) ya que 1/(1 — 3) es una constante y los a,,
fueron elegidos de forma tal que (a,) € Q. O

EJEMPLO 8 Elegir los consumos ¢,, de forma de maximizar > 3™ log(cy,) si el capital
k,, verifica k41 = k& — ¢, para con « € (0,1).



