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Leccién 7

5.3. Teorema de la contraccién. Un punto fijo de una funcién f: A — A es
cualquier p € A tal que f(p) = p). Definimos f™ como f compuesta con misma n
veces. Para n = 0 ponemos f? = id la funcién identidad en A (ida(x) = 2Vz)) y

fr=r

EJEMPLO 97 SiA=Ry

= f(z) = x4+ 1 entonces f no tiene puntos fijos.

= f(z) =1 — z entonces f tiene un tnico punto fijo en 1/2.

= f(x) = 22 + 1 entonces f posee dos puntos fijos uno en 0 y otro en 1.
Ademads f(1/2) — 0) y f™(2) — +o0.

TEOREMA 98 Sea (M,d) un espacio métrico completo y T' : M — M una
contraccién de médulo 5 (€ (0,1)) entonces:
1. T posee un punto fijo p.

2. p es el tnico punto fijo de T
3. Para todoa € M, d(T"a,p) < 8"d(a,p)

Demostracion. Sea a € M y x, = T™a para n < 1. Demostraremos que z,, se de
Cauchy y que converge a un punto fijo de 7' y que éste es tnico.

1. d(zp,2m) = d(T"a, T™a) < Bd(T" ‘a, T™ 'a) aplicando el mismo razon-
amiento llegamos a que d(z,,, ) < 8%d(a, T™ ™a). Al crecer n 8™ se hace
pequeiio, por lo que habria que demostrar que d(a, 7™ ™a) estd acotado.
Efectivamente si definimos dj, = d(a, T*a) entonces dj, < d(T*a, T* 1a) +
d(a, T* 'a) < f*~'d(Ta,a) + dip_1 es decir dy — dp_1 < 3*'d;. Sumando
estas desigualdades tenemos dy — dy < Zle By = (1 —6%)/(1 - B)d;
que tiene a 1/(1— §)d; al crecer k. Al ser z,, de Cauchy, y M completo,
convergera a un elemento p. Para ver que p es efectivamente un punto fijo
tomamos limites en la igualdad z,, = Tx,_1 entonces limx, = lim Tz, _1
perolimz, =py limTxz,_ 1 =Tlimxz,_; por se T continua.

2. Unicidad de p: si p’ = Tp' = d(p,p’) = d(Tp,Tp') < Bd(p,p’) = (1 —
B)d(p,p’) <0=d(p,p') <0=d(p,p))=0=p=7p.

3. Sale de la desigualdad d(z,, ) < 8"d(a, T™ "a) al tomar limite en m y
usando la continuidad de la funcién distancia.

O

EJEMPLO99 M =Ry f(z) =1—2/10.

EJERCICIO 100 Sea (M, d) un espacio métrico y T': M — M una contraccién con
punto fijo p. Demuestre que si S C M se un subconjunto cerrado de M, tal que
T(S) C S entonces p € S.

EJERCICIO 101 Considere la funcién f: R — R definida por

x/2, six <1
flxy=4¢ 20 —-3/2, sil<az<2;
x/2+5/4, sixz>2.

Graficar f, hallar sus puntos fijos y hallar el limite de x,, = f™(a) discutiendo segin
el valor de a.
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EJERCICIO 102 En las condiciones del teorema anterior demostrar que para cualquier
a es tiene que d(T™a,p) < d(T" ta,T"a)/(1 — )
Sin la hipétesis de contraccién se puede demostrar el siguiente teorema

TEOREMA 103 En R"™ toda funcién continua con dominio y codominio una bola
cerrada dada tendra un punto fijo.
Dadas dos funciones f,g: X — R escribiremos f < g si f(x) < g(z)Vx € X.

TEOREMA 104 Condiciones suficientes de Blackwell Sea M = B(X,R)y AC M
tal que si f € A entonces para cualquier « € R, f + a € A. Entonces toda funcion
T : M — M que cumpla las siguientes dos hipotesis:

1. Vf,ge M si f <gentonces Tf <Tg (monotonia)

2. 3€(0,1):T(f +a) <Tf+ Pa para todo real a > 0
es una contraccion de médulo 5.

Demostracion. Como f(z) < g(z) + ||f — g|| por lo tanto f < g+ ||f — g||, luego,
aplicando 1) tenemos que T'f < T(g+||f — gl|). Pero por 2) T(g+||f —gll) < Tg+
Bf —gll, luego Tf(z) — Tg(x) < B||f — gll) para todo = . Razonando del mismo
modo pero intercambiando los papeles de f por g tenemos que Tg(x) — T f(z) <
8llg — fII)- Como [lg — /1) = 1 — gl}) tenemos que |Tg(x) - Tf(x)| < B1If g1
de lo cual sale que ||Tg — T f|| < B|f — gl es decir d(T'f, Tg) < Bd(f,g)).

]

EJEMPLO 105 Sea M un espacio métrico compacto y considere Co(M, R) el espacio
de la funciones continuas de M en R. Dada una funcién continua F' : M x M — R
y un nimero real 5 € (0,1), definimos la siguiente funcién T de Co(M,R) en si
mismo:

(T)(@) = mix |F(z.5) + B ()

Demostramos que cumple las condiciones de Blackwell.

EJERCICIO 106 Demostrar que si (M,d) es un espacio métricoy T': M — M
es tal que para algtin N, la funcién T es una contraccién de médulo 3 (€ (0,1))
entonces:

1. T posee un unico punto fijo p.
2. Va€ M, d(T"Na,p) < B"d(a,p)

EJERCICIO 107 En los siguientes casos averiguar si 7' es o no una contraccién:
1. M=[0,400)y Tx=€e""+x.
2. M =B([0,1],R) y (Tf)(x) = (1 + f(z))/2.
3. M=B({0,1,2,...,100},R) y
0, x=0;
(Tf)(x) =< méx{z, f(x+1)/2}, 0<z<100;
méx{x, f(z)/2}, x = 100.



