Leccion 4

PROPOSICION 60 Sean M; = (M,dy) y My = (M,dsy) dos espacios métricos.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes

1. di = ds.

2. La aplicacién i19 : M7 — My definida por i12(x) = « es continua.

3. Toda funcién con dominio M y continua seguin dy serd continua segin d;.

COROLARIO 61 Sean M; = (M,dy) y Ms = (M, d3) dos espacios métricos con el
mismo conjunto base M. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes

1. dy ~ds.

2. La aplicacién i1 : M3 — My definida por i12(x) = x es un homeomorfis-
mo.

3. Toda funcién con dominio M es continua segin ds si y solo si lo es segin
d.

EJERCICIO 62 Demostrar que en la parte 3 de la proposicién anterior, alcanza con
considerar funciones con codominio los reales.

EJERCICIO 63 Sean d; y do métricas en M y considere las métricas d y § definida
como

d(.’L‘,y) = dl(mvy) + dQ(x’y)7 5(I>y) = méx{dl(x,y),dg(x,y)h

1) Demuestre que d y § son ambas més finas que d; y da.
2) Demuestre que d; y ds son equivalentes si y solo si la cuatro métricas lo son.

4. LENGUAJE BASICO DE LA TOPOLOGIA

Sea (M, d) un espacio métrico y X C M un subconjunto de M. Un punto a € X
se dice punto interior a X si existe una bola de centro a contenida en X. Al
conjunto de puntos interiores de X se le llama interior de X y se lo denota intX.
Un punto es exterior a X sies interior a M — X. Los puntos que no son ni interiores
ni exteriores se dicen puntos frontera. Al conjunto de puntos fronteras de X lo
llamaremos frontera de X y se denota 0.X.

EJEMPLO 64 Sea M =R y X = [0,1) entonces intX = (0,1), X*** = (—00,0) U
(1,+00) y 9X = {0,1}.

OBSERVACION 65 a € 8X si y solo si, toda bola de centro a posee puntos en X y
puntos en M — X. Si un punto a € X es tal que toda bola de centro a posee puntos
de X, entonces a se llama punto adherente de X y al conjunto de dichos puntos
adherencia o clausura de X y es lo denota X. Xi X = M, entonces X se dice que
es denso en M. Si un punto a € X es tal que toda bola de centro a posee puntos
de X — {a}, entonces a se dice punto limite de X y al conjunto de dichos puntos,
conjunto derivado de X y se lo denota X'.

Un conjunto se llamara abierto si coincide con su interior. A su vez serd cerrado
si su complemento es abierto (intM — X = M — X).

PROPOSICION 66 Las bola abiertas son conjuntos abiertos y las bolas cerradas son
conjuntos cerrados.
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COROLARIO 67 El interior de un conjunto siempre es abierto.

PROPOSICION 68 En un espacio métrico M se cumple que

1. Tanto M como & son abiertos.
2. La interseccién de un numero finito de abiertos es un abierto.
3. La unién de una cantidad cualquiera de abiertos es abierta.

Los espacios topoldgicos son aquellos en donde se especifica cuales son los con-
juntos abiertos sin hacer mencién a ninguna métrica, pero con la condiciéon de que
la coleccién de conjuntos abiertos cumpla las tres propiedades de la proposicién
anterior, es decir, que el vacio y el propio espacio sean abiertos, que la interseccion
finita de abiertos esa un abierto y la cualquier unién de abiertos sea también un
conjunto abierto.

EJEMPLO 69 En los espacios discretos todos los conjuntos son abiertos y cerrados.

EJEMPLO 70 La interseccién de una cantidad infinita de abiertos puede no ser
abierto, por ejemplo en R, la interseccion de las bolas de centro 0 y radio r > 0 es

{0}

EJEMPLO 71 Existen funciones continuas no acotadas definidas en conjuntos cer-
rados y acotados.

EJERCICIO 72 Encontrar funciones continuas acotadas definidas en conjuntos cer-
rados y acotados, que no posean ni maximos ni minimos.

PROPOSICION 73 Una funcién es continua si las preimégenes de abiertos son abier-
tos.

COROLARIO 74 Si f y g son dos funciones continuas, entonces A = {z : f(z) #
g(z)} es abierto.

EJERCICIO 75 Demostrar que dos métricas son equivalentes si definen los mismos
conjuntos abiertos.

5. SUCESIONES Y LiMITES

Una sucesion en un conjunto M es cualquier funcién f : N — Mcon dominio
los naturales y codominio M. A los valores de z se los denota z,, en lugar de z(n).
Otras notaciones que se usan son (zi,Ta,...,Tn,...), 0 (Tyn)neny O simplemente

El recorrido de la sucesién serd el conjunto (N) = {x,, : n € N} = {x1,29,...,2p,...}.

EJEMPLO 76 Si z,, = (—1)", su recorrido es {—1,1}.
Una subsucesidn de la sucesion x,, serd cualquier sucesion de la forma x,,; donde
n; es a su vez una sucesioén creciente de naturales: n; <ng < -+ <y < -

EJEMPLO 77 La sucesién z,, = a™ es acotada si y solo si |a| < 1.

Una secuencia (z,) de un espacio métrico M, se dice que posee limite a y se
escribe lim x,, = a si para toda bola de centro a existe un ng tal que x,, pertenece
a dicha bola para todo n > ng. En ese caso se dice que z,, tiende a a, se escribe
también x, — a y se dice que la sucesion es convergente. Si el limite no existe se
dice que la sucesién es divergente, no importando si oscila o tiende a “infinito”.



