Notas y Fjercicios sobre Utilidad

Como siempre, X es el espacio de los bienes de consumo, y = es una relacién de preferencias en X.
Diremos que una funcién v : X — R representa a la relacién de preferencia > si, y sélo si, para todo
z,y € X,

zryeulx) >uly)

Ejercicio 1: Mostrar que si una funcién u representa a las preferencias > entonces > es completa y transitiva.

Ejercicio 2: Demostrar que si f : R — R es estrictamente creciente, y u : X — R representa a una relacién

de preferencias =, entonces v : X — R, definida por v (z) = f (u(x)) también representa a = .

Ejercicio 3: (del Mas-Colell et. al.) Demostrar que si X es finito y > es una relacién binaria completa y
transitiva en X, entonces existe una funcién de utilidad % : X — R que representa a = . (Ayuda: primero
considere el caso en el cual las preferencias son siempre estrictas, y construya una utilidad para ese caso.

Luego extienda el argumento para el caso més general).

Demostraremos ahora que una clase bastante general de preferencias en R! se pueden representar con
una funcién de utilidad. Para ello debemos definir dos nuevas propiedades de las relaciones de preferencia.

Una relacién de preferencias = C X x X para X C R! es:

continua si para todo z € R/, los conjuntos {y : y = z} y {y : © = y} son cerrados (es decir, si y,, = x para

todo 1 y y, — ¥ implican y = x, y similarmente para = > ¥y, ).
mondétona si y > = (es decir y; > x; para todo ) implica y > z.
estrictamente mondtona siy > x (es decir y > x y © # y) implica y > z.

Teorema 4 (Wold, 1943). Si la relacién de preferencias = en Rl+ es completa, transitiva, continua y

mondtona entonces, es representable por una funcién de utilidad.

Prueba: Sea ¢ = (1,1,...,1). Por monotonfa, para todo z, = 0, por lo que A~ = {8 € R, : x = Je} es
no vacfo. También, para todo § tal que Be > z, Be = z, por lo que AT = {3 € Ry : fe = z} es no vacio.
Por continuidad AT y A~ son cerrados. Como = es completa, R. C AT UA~. Demostraremos ahora que
AT N A" # (. Para ver eso, mostraremos que A™ = [a,00) para algiin a, y A~ = [0, b] para algin b, y por lo
tanto, AT N A~ # (. Comencemos con AT : si 7 € AT, para todo s > 7, se > re, y por monotonia, se = re.
Luego, re > x y transitividad implican que se > x. Por lo tanto, AT sélo puede ser un intevalo. Como AT
es cerrado, obtenemos AT = [a,00) para algin a, como querfamos demostrar. La demostracién para A~ es
similar y se omite.

Como AT N A~ # ), existe algin « tal que ae ~ x, y como a; > ap implica aje > asge, ese a es tnico.
La funcién de utilidad que representa a > es aquella que le asigna a cada x, el nimero « tal que ae ~ .

Queda como ejercicio mostrar que esta funcién de utilidad representa a = .

Ejercicio 5: Demostrar que la funcién de utilidad que le asigna a cada x el nimero « tal que ae ~ x

representa a > .

Es muy importante destacar, aunque suene a llover sobre mojado, que las hipétesis del Teorema de

Wold son suficientes, pero no necesarias, para la existencia de una funcién de utilidad. Asi por ejemplo, si



se pide demostrar que ciertas preferencias no son representables por una funcién de utilidad, no alcanzard
con mostrar que no son continuas. En el Ejercicio 16, por ejemplo, alguna gente ha tratado de demostrar
que las preferencias no son representables mostrando que no son continuas. En esa linea hay dos errores:
las preferencias son continuas, y aunque no lo fueran, podrian ser representables. Para mostrar que unas
preferencias no se pueden representar, hay que mostrar que falla alguna condicién necesaria, tipo transitividad
o completitud. El siguiente ejercicio pretende mostrar que hay preferencias que aunque no son continuas, se

pueden representar con una funcién de utilidad.

Ejercicio 6. Sea X = R, suponga que 0 > x para todo x # 0 y que para todo z,y € R = > y si y s6lo
six>y.

Parte A. Demuestre que estas preferencias no son continuas.

Parte B. Encuentre una funcién de utilidad que represente a estas preferencias.

Parte C. La funcién de utilidad de la Parte B, jpodria ser continua?

Ejercicio 7. Parte A. Demuestre que si > es estrictamente monétona, entonces es monétona.

Parte B. Demuestre que si > es completa, transitiva, continua y estrictamente monétona entonces, es

representable por una funcién de utilidad.

Ejercicio 8. Suponga que X = Rf_ y que z > y < Ax = Ay para todo A > 0. Suponga también que u
representa a = y que % (s,8) = s. Si (1,3) ~ (2,2) ;Cudnto es u(2,6)?

El Ejercicio 1 mostré que los supuestos de completitud y transitividad son necesarios si una relacién de
preferencias tiene una funcién de utilidad. Los supuestos de monotonia y continuidad en el Teorema 10
no son necesarios, pero daremos ahora un ejemplo de una relacién de preferencias que satisface todos los

supuestos del teorema, menos continuidad, y que no puede ser representada por una funcién de utilidad.

Ejemplo 9. Preferencias Lexicograficas. Sea X = Rf_. Definimos la relacién de preferencias de la
siguiente manera: Vx,y € X,
1>
Trpy = o
T =y1&22 > Y2

Primero mostramos que no satisface continuidad. Tomamos z = (1,1), y

1
Yn = <1—|——,0>.
n

Para cada n, ¥, > x, pero no es cierto que ¥y = limy, .00 ¥n, = (1,0) = z.
Para ver que estas preferencias no tienen una funcién de utilidad que las represente, recordamos que
no existe ninguna funcién inyectiva desde los reales positivos a los racionales. Si existiera una funcién de

utilidad, tendrfamos que para cada par de reales 1 # x| existirfa un par de racionales r (xy) , 7 (z}) tal que

u(z1,0) < r(z) <u(zy,l) <wu(z],0) <r(z)) <w(xy,1) (siz] > )
0

u(zy,0) < r(ry) <u(z],l) <u(x,0) <r(zy) <u(z,l) (siz] <)



con lo que habriamos construido una funcién que le asigna a dos reales distintos, dos racionales distintos.

Eso es una contradiccién.

Ejemplo 10. Dado que las preferencias lexicogrédficas no se pueden representar con una funcién de utilidad,
y dado que son completas, transitivas y monétonas, el Teorema de Wold nos dice que no pueden ser continuas.
Mostraremos ahora que no son continuas. Sea x = (1,1), y sea x,, = (1 + %,O) . Tenemos que x,, >~ y para
todo n y que z,, — x = (1,0). Si las preferencias lexicogréficas fueran continuas, tendriamos z > y, y sin

embargo, ¥y > .

Ejercicio 11. Sea X = R?. La relacién de preferencias > estd definida por

ry e Ty * T2 > Y1 * Yo .
r1 + 22 Y1+ Y2

Determinar cudles de las siguientes propiedades satisface esta relaciéon de preferencias: completa; transitiva;
continua. Para cada propiedad que se cumpla, de una demostracién. Para las que no se cumplan, de un

contraejemplo.

Ejercicio 12. Sea > mi relacién de preferencias sobre el conjunto de todos los objetos del universo. Lo
tnico que me importa sobre un objeto es su tamafio (en kilos) y cudn alto es (en centimetros), por lo que
el espacio de los bienes es X = R2 (donde en (z1,2), 71 es el peso y @2 la altura). Supongamos que mis
preferencias son completas y transitivas y que si un objeto es al menos tan pesado y tan alto como otro,

entonces me gusta mds. Supongamos que los objetos (1, 1+ %) son preferidos a (2, %) para todo n.

Parte A: ;Hay alguna relacién entre (1,1) y (2, %) que asegure que existe una funcién de utilidad que
o (2

(2,3) - (L,1)

representa a =7 (por ejemplo, (1,1) = (2, %)

Parte B: ;Hay alguna relacién entre (1,1) y (2, %) que sea necesaria para la existencia de una funcién de
utilidad?

Parte C: ;Hay alguna relacién entre (1,1) y (2, %) que sea necesaria para que el Teorema de Wold asegure

la existencia de una funcién de utilidad?

Ejercicio 13. Sean > unas preferencias definidas sobre X = Rf_, con la propiedad que
(a,0) ~ (0, 2a)

para todo a > 0, y tal que (a,0) > (b,0) siy s6lo si, @ > b. También, asuma que son transitivas y que para
todo z,y € X, A € [0,1]
z~yez~Ar+(1—N)y.

Encuentre una funcién de utilidad para estas preferencias. Sugerencia: para cada x encuentre un nimero
w(x) tal que u () (1,0) ~ z.

Ejercicio 14. Lo que viene en el primer parrafo es un ejemplo para motivar el ejercicio, que
empieza en el segundo parrafo. Sea {2 = [0,1] el conjunto de los “estados posibles de la naturaleza”
respecto al retorno que puede tener una accién de Coca Cola. Cada w € £ corresponde a un retorno, en
porentaje por afo, de la accién. Asf por ejemplo, si ocurre w = 0,5, quiere decir que el retorno anual de la

accién serd de 50%. El inversor puede comprar esa accién, o un bono que rinde 5% seguro y debe decidir



cudl comprar. Obviamente, es muy valioso para el inversor saber lo mds posible sobre cudl va a ser el w que
ocurrird. Por ejemplo, una “estructura de informacién” posible es { [O, %) , [%, 1] } : si el individuo posee esa
estructura de informacién se enterard de antemano si w va a ser menor estricto 1 i E
que 3 o mayor que 3. En
términos generales, una estructura de informacién es una “particién” de 2. Una particién es un conjunto
de subconjuntos de 2, tales que la unién es ) y que para dos subconjuntos cualesquiera, la interseccién es
vacfa. En este ejemplo, la unién de [O, %) y [%, 1] es ), y su interseccién es vacia. Otra estructura posible

de informacién (mucho mds ttil que la anterior) es

b4 (o) )

En términos generales, las preferencias del individuo sobre estructuras de informacién deberian ser tales que
si e y son dos estructuras de informacioén tales que para cada elemento de x existe un elemento de y que
la contiene, entonces z es estrictamente mejor que y. La idea es que la particién x es més “fina” que y, pues

posee mas informacion.

Ejercicio. Sea X el conjunto de todas las estructuras de informacién sobre Q@ = [0, 1], es decir, el conjunto
de todas las particiones de 2. Un individuo tiene preferencias > (completas, transitivas) definidas sobre X,
con la propiedad que si x es mds fina que y, entonces & > y. Demostrar que no existe ninguna funcién
de utilidad que represente a > . Pista: la demostracion es parecida a lo de las preferencias Lexicograficas.

Utilice, para cada w € €2, las siguientes particiones

z, = {{o}:a<w}Ulw,1]
Halra<wlU(w,1].

v

La particién z« es mds fina que x,: si ocurre algiin « menor estricto que w, z,, me dice exactamente cudl,
y si no, me dice sélo que « fue débilmente mayor que w; si ocurre algin « débilmente menor que w, = me

dice exactamente cudl, y si no, me dice s6lo que « fue estrictamente mayor que w.

Ejercicio 15. Una relacién de preferencias »= en X = Rf_ es homotética si x ~ y si y sélo si ax ~ ay
para todo a > 0. Mostrar que si una relacién de preferencias = es completa, transitiva, continua, monétona
y homotética, entonces existe una funcién de utilidad u que representa a = y que es homogénea de grado 1 :

w(ax) = au (z) para todo a > 0 (pista: utilice la construccién en la demostracion del Teorema de Wold).

Ejercicio 16. Sea X = Rf_. Las preferencias > de un individuo se pueden describir de la siguiente manera.
Dados z e y, si 1 y y1 son “similares” (la diferencia es menor que 1) y Z2 y y2 son similares, el individuo elige
la canasta con mds unidades del bien 1 e ignora al bien 2. Asf, si por ejemplo, |21 — 31| <1, |[z2 —y2| < 1y
Ty > Yy, tenemos x = y; si £y = Y1, ¢ ~ y. Si las canastas son similares en una dimensién y no en la otra, el
individuo elige la que tiene mds bienes en la dimensién que no es similar. Asf si por ejemplo |21 —y1| < 1y
Yo > x9 + 1, tenemos y = x. Si ninguna de las dos dimensiones son similares, tenemos x ~ y. Demostrar que

estas preferencias no se pueden representar con una funcién de utilidad.

Ejercicio 17. Suponga que el espacio X de consumo es un conjunto cerrado y acotado en R! y asuma que
las preferencias del individuo se pueden representar por una funcién de utilidad continua. Demuestre que las
preferencias no son localmente no saciables (o que son localmente saciables). Pista: una funcién continua en

un conjunto cerrado y acotado tiene un méximo.

Ejercicio 18. Sea X = Rf_ y sea =, la relacién de preferencias lexicografica.



Parte A. Dados p1,p2,w > 0 calcule la demanda Walrasiana.

Parte B. Dada una funcién de utilidad % : X — R dada por u (z) = 1, calcule la demanda Walrasiana

para p1, P2, w > 0.

Parte C. En no més de tres renglones (se anula toda la respuesta si contesta en mas): explique si contradicen

algo visto en clase las Partes A y B.

Ejercicio 19. Sea X = R y sean = las preferencias en X definidas por x = y si y s6losi seno (z) > seno (y) .

La siguiente grafica muestra la funcién de utilidad « () = seno (x) .

0.87
0.67
0.47
0.2

-0.27
-0.47
-0.67
-0.87

Indique cudl de las siguientes funciones de utilidad representan a >. En cada caso demuestre su respuesta.
Parte A. s(x) = seno (2?)

Parte B. t(z) = seno (ax + b) para a > 0.

Parte C. v (z) = [seno (DC)]2

Parte D. w(x) = a x seno(x) + b para a > 0.
Parte E. f (z) = seno(x) (seno(x) — 1)

Parte F. g (z) = y/seno (z).

Ejercicio 20. Un individuo tiene una funcién de utilidad w sobre Rf_. Cuando los precios de los bienes
son (2,4) demanda solamente la canasta (1,2) y cuando los precios son (6,3) demanda solamente la canasta

(2,0) . El individuo, jestd maximizando su utilidad?

Referencias: Parte de este material proviene de “Notes on the theory of choice,” de David Kreps. También

hay algo tomado de “Micoreconomic Theory,” de Mas-Colell, Whinston y Green.



